
Olimpiadas de F́ısica 2023 Fase Local: Prueba Teórica

Cuestiones

1. Tenemos la distribución de cargas mostrada en la Fig. 1.

a) Calcula el campo eléctrico en el punto P de la figura. (6 puntos)

b) Si colocamos un electrón en P , ¿en qué dirección sufriŕıa la fuerza? (2 puntos)

c) ¿Para qué valores de L, si hay alguno, el campo es nulo? Justifica tu respuesta.
(3 puntos)

<latexit sha1_base64="JTDF1TkkKkzOacTk8urTAa4++Ls=">AAAB4nicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAoz4msZcOMyAfOAZJCeTk3SpOdBd40QhvyArkTd+Un+gH9jJ85Co3d1u+5pqFtBqqQh1/10Siura+sb5c3K1vbO7l51/6BjkkwLbItEJboXcINKxtgmSQp7qUYeBQq7weRmnncfUBuZxHc0TdGP+CiWoRSc7KjVvK/W3Lq7EPtrvMLUoJDlPwbDRGQRxiQUN6bvuSn5OdckhcJZZZAZTLmY8BH2rY15hMbPF4vO2EmYaEZjZIv3TzbnkTHTKLBMxGlslrP58L+sn1F47ecyTjPCWFjEZmGmGCVs3pcNpUZBamoNF1raLZkYc80F2atUbH1vuexf0zmre5f1i9Z5reEWhyjDERzDKXhwBQ24hSa0QQDCE7zCmzN0Hp1n5+UbLTnFn0P4Jef9C51fimE=</latexit>

P

<latexit sha1_base64="bV/5a5sOrVXISrtuwOzs+EE4hXQ=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZ42tJ4saFC0hESGBCepoa6NDzSHeNCSH8gK6MuvOT/AH/xgZnoeBdna57O6lbQaqkIdf9cgorq2vrG8XN0tb2zu5eef/gwSSZFtgUiUp0O+AGlYyxSZIUtlONPAoUtoLRzcxvPaI2MonvaZyiH/FBLEMpONlR465XrrhVdy62DF4OFchV75U/u/1EZBHGJBQ3puO5KfkTrkkKhdNSNzOYcjHiA+xYjHmExp/MF52ykzDRjIbI5u/f2QmPjBlHgc1EnIZm0ZsN//M6GYXX/kTGaUYYCxuxXpgpRgmb9WV9qVGQGlvgQku7JRNDrrkge5WSre8tll2Gh7Oqd1m9aJxXam5+iCIcwTGcggdXUINbqEMTBCA8wxu8O33nyXlxXn+iBSf/cwh/5Hx8A5dnil0=</latexit>

L

<latexit sha1_base64="UIWSuTG4sBd1Ejys6RI6Zl/T8K4=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZ42tJ4sYlJPJIYEJ6mhro0PNId40JIfyAroy685P8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhlkkwLbIpEJboTcINKxtgkSQo7qUYeBQrbwfhu7rcfURuZxA80SdGP+DCWoRSc7KjB++WKW3UXYqvg5VCBXPV++bM3SEQWYUxCcWO6npuSP+WapFA4K/UygykXYz7ErsWYR2j86WLRGTsLE81ohGzx/p2d8siYSRTYTMRpZJa9+fA/r5tReOtPZZxmhLGwEeuFmWKUsHlfNpAaBamJBS60tFsyMeKaC7JXKdn63nLZVWhdVL3r6lXjslJz80MU4QRO4Rw8uIEa3EMdmiAA4Rne4N0ZOE/Oi/P6Ey04+Z9j+CPn4xu2vYpy</latexit>a

<latexit sha1_base64="UIWSuTG4sBd1Ejys6RI6Zl/T8K4=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZ42tJ4sYlJPJIYEJ6mhro0PNId40JIfyAroy685P8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhlkkwLbIpEJboTcINKxtgkSQo7qUYeBQrbwfhu7rcfURuZxA80SdGP+DCWoRSc7KjB++WKW3UXYqvg5VCBXPV++bM3SEQWYUxCcWO6npuSP+WapFA4K/UygykXYz7ErsWYR2j86WLRGTsLE81ohGzx/p2d8siYSRTYTMRpZJa9+fA/r5tReOtPZZxmhLGwEeuFmWKUsHlfNpAaBamJBS60tFsyMeKaC7JXKdn63nLZVWhdVL3r6lXjslJz80MU4QRO4Rw8uIEa3EMdmiAA4Rne4N0ZOE/Oi/P6Ey04+Z9j+CPn4xu2vYpy</latexit>a

<latexit sha1_base64="UIWSuTG4sBd1Ejys6RI6Zl/T8K4=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZ42tJ4sYlJPJIYEJ6mhro0PNId40JIfyAroy685P8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhlkkwLbIpEJboTcINKxtgkSQo7qUYeBQrbwfhu7rcfURuZxA80SdGP+DCWoRSc7KjB++WKW3UXYqvg5VCBXPV++bM3SEQWYUxCcWO6npuSP+WapFA4K/UygykXYz7ErsWYR2j86WLRGTsLE81ohGzx/p2d8siYSRTYTMRpZJa9+fA/r5tReOtPZZxmhLGwEeuFmWKUsHlfNpAaBamJBS60tFsyMeKaC7JXKdn63nLZVWhdVL3r6lXjslJz80MU4QRO4Rw8uIEa3EMdmiAA4Rne4N0ZOE/Oi/P6Ey04+Z9j+CPn4xu2vYpy</latexit>a

<latexit sha1_base64="1J309vXledRr2ig/nTeKpsY6xjQ=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZ42tJ4sYlJIIkMCE9TQ106HnYXWNCCD+gK6Pu/CR/wL+xwVkoeFen695O6laQKmnIdb+cwsrq2vpGcbO0tb2zu1feP2iZJNMCmyJRiW4H3KCSMTZJksJ2qpFHgcL7YHQz8+8fURuZxHc0TtGP+CCWoRSc7Kjx0CtX3Ko7F1sGL4cK5Kr3yp/dfiKyCGMSihvT8dyU/AnXJIXCaambGUy5GPEBdizGPELjT+aLTtlJmGhGQ2Tz9+/shEfGjKPAZiJOQ7PozYb/eZ2Mwmt/IuM0I4yFjVgvzBSjhM36sr7UKEiNLXChpd2SiSHXXJC9SsnW9xbLLkPrrOpdVi8a55Wamx+iCEdwDKfgwRXU4Bbq0AQBCM/wBu9O33lyXpzXn2jByf8cwh85H9/OnYqC</latexit>q

<latexit sha1_base64="1J309vXledRr2ig/nTeKpsY6xjQ=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZ42tJ4sYlJIIkMCE9TQ106HnYXWNCCD+gK6Pu/CR/wL+xwVkoeFen695O6laQKmnIdb+cwsrq2vpGcbO0tb2zu1feP2iZJNMCmyJRiW4H3KCSMTZJksJ2qpFHgcL7YHQz8+8fURuZxHc0TtGP+CCWoRSc7Kjx0CtX3Ko7F1sGL4cK5Kr3yp/dfiKyCGMSihvT8dyU/AnXJIXCaambGUy5GPEBdizGPELjT+aLTtlJmGhGQ2Tz9+/shEfGjKPAZiJOQ7PozYb/eZ2Mwmt/IuM0I4yFjVgvzBSjhM36sr7UKEiNLXChpd2SiSHXXJC9SsnW9xbLLkPrrOpdVi8a55Wamx+iCEdwDKfgwRXU4Bbq0AQBCM/wBu9O33lyXpzXn2jByf8cwh85H9/OnYqC</latexit>q

<latexit sha1_base64="aKobiqKXHyn4Rf31DP58z61oFwI=">AAAB43icbZDLTsMwEEUn5VXKq8CSjUWFxIYqQbyWldiwLIg+pDaqHHfSWnXiYDtIVdQvgBUCdvwRP8Df4JYsoOWujudeS3MnSATXxnW/nMLS8srqWnG9tLG5tb1T3t1rapkqhg0mhVTtgGoUPMaG4UZgO1FIo0BgKxhdT/3WIyrNZXxvxgn6ER3EPOSMGju6O3nolStu1Z2JLIKXQwVy1Xvlz25fsjTC2DBBte54bmL8jCrDmcBJqZtqTCgb0QF2LMY0Qu1ns00n5CiUipghktn7dzajkdbjKLCZiJqhnvemw/+8TmrCKz/jcZIajJmNWC9MBTGSTAuTPlfIjBhboExxuyVhQ6ooM/YsJVvfmy+7CM3TqndRPb89q9Tc/BBFOIBDOAYPLqEGN1CHBjAI4Rne4N1B58l5cV5/ogUn/7MPf+R8fAM23Yq5</latexit>�q

<latexit sha1_base64="aKobiqKXHyn4Rf31DP58z61oFwI=">AAAB43icbZDLTsMwEEUn5VXKq8CSjUWFxIYqQbyWldiwLIg+pDaqHHfSWnXiYDtIVdQvgBUCdvwRP8Df4JYsoOWujudeS3MnSATXxnW/nMLS8srqWnG9tLG5tb1T3t1rapkqhg0mhVTtgGoUPMaG4UZgO1FIo0BgKxhdT/3WIyrNZXxvxgn6ER3EPOSMGju6O3nolStu1Z2JLIKXQwVy1Xvlz25fsjTC2DBBte54bmL8jCrDmcBJqZtqTCgb0QF2LMY0Qu1ns00n5CiUipghktn7dzajkdbjKLCZiJqhnvemw/+8TmrCKz/jcZIajJmNWC9MBTGSTAuTPlfIjBhboExxuyVhQ6ooM/YsJVvfmy+7CM3TqndRPb89q9Tc/BBFOIBDOAYPLqEGN1CHBjAI4Rne4N1B58l5cV5/ogUn/7MPf+R8fAM23Yq5</latexit>�q

Figura 1: Cuatro cargas de signo opuesto (cada color representa un signo de carga) están
dispuestas a lo largo de una ĺınea vertical de forma equidistante y simétrica respecto al eje
horizontal. Se pide calcular el campo eléctrico en el punto P .

2. Supongamos que tenemos una masam en el extremo de un péndulo simple de longitud
L en la superficie de la Tierra cuyo periodo es TL.

a) ¿Cuál seŕıa el periodo, T4L, del péndulo simple si su longitud fuera 4L? (escŕıbelo
en términos de TL) (4 puntos)

b) ¿Podŕıamos conseguir que el periodo del segundo péndulo fuera igual que el del
primero variando su masa? (4 puntos)



3. A Jon le han regalado un bono para hacer bungee jumping, que consiste en saltar desde
una altura atado a una banda elástica, normalmente sobre un lago, de tal manera
que la tensión elástica de la banda detiene la cáıda antes de llegar a la superficie del
agua. El puente desde el que va a saltar está a h = 100 m de altura sobre el lago, la
cuerda mide L = 60 m y Jon va a saltar sin velocidad inicial. Antes de saltar, Jon ha
comprobado que colgando un peso con su misma masa (pero sin lanzarlo), la cuerda
se estira a = 5 m. Teniendo en cuenta que Jon mide 2 m con los brazos estirados,

a) ¿A qué altura sobre el lago quedarán sus manos? (10 puntos)

b) Jon es realmente aventurero y quiere tocar el agua con sus manos en el punto de
máxima elongación de la banda elástica y para ello va a lastrarse con un peso
adicional. En términos de su propia masa, ¿con qué masa tiene que lastrarse
Jon para tocar justo el agua con las manos? (6 puntos)



Problemas

1. Leyes de Kepler y órbitas eĺıpticas – Normalmente en clase estudiamos las órbi-
tas circulares porque son muy sencillas pero contienen muchos aspectos importantes
de la astrodinámica. Sin embargo, los satélites siguen, en general, órbitas más com-
plejas, como son por ejemplo las eĺıpticas o las parabólicas. En este problema vamos
a estudiar más las órbitas eĺıpticas y derivar las leyes de Kepler. Consideremos un
satélite de masa m rotando alrededor de un planeta de masa M ≫ m.

(a) Asumimos inicialmente que el satélite tiene una órbita circular como la mostrada
en la Fig. 2. Calcular el módulo de la velocidad lineal de rotación orbital v del
satélite de alrededor del planeta si el radio de rotación es R y el vector momento
angular L. (3 puntos)

<latexit sha1_base64="aa+WuFu0Vqgv2OCPjP2SGH/Ejwo=">AAAB4nicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Slm8EiuCqJeFsW3LhswV6gDWUyPWmHziRhZiKU0BfQlag7H8kX8G2c1iy09V99c/5/4PwnTAXXxvO+nNLa+sbmVnm7srO7t3/gHh61dZIphi2WiER1Q6pR8BhbhhuB3VQhlaHATji5m/udR1SaJ/GDmaYYSDqKecQZNXbUlAO36tW8hcgq+AVUoVBj4H72hwnLJMaGCap1z/dSE+RUGc4Ezir9TGNK2YSOsGcxphJ1kC8WnZGzKFHEjJEs3r+zOZVaT2VoM5KasV725sP/vF5motsg53GaGYyZjVgvygQxCZn3JUOukBkxtUCZ4nZLwsZUUWbsVSq2vr9cdhXaFzX/unbVvKzWveIQZTiBUzgHH26gDvfQgBYwQHiGN3h3hs6T8+K8/kRLTvHnGP7I+fgGyKWKfg==</latexit>m

<latexit sha1_base64="Vxkiv/QBSYi3qedG/4lmIErSZag=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZ42tJ4saNCSQiJDAhPU0NdOh5pLvGhBB+QFdG3flJ/oB/Y4OzUPCuTte9ndStIFXSkOt+OYWV1bX1jeJmaWt7Z3evvH/wYJJMC2yKRCW6HXCDSsbYJEkK26lGHgUKW8HoZua3HlEbmcT3NE7Rj/gglqEUnOyocdcrV9yqOxdbBi+HCuSq98qf3X4isghjEoob0/HclPwJ1ySFwmmpmxlMuRjxAXYsxjxC40/mi07ZSZhoRkNk8/fv7IRHxoyjwGYiTkOz6M2G/3mdjMJrfyLjNCOMhY1YL8wUo4TN+rK+1ChIjS1woaXdkokh11yQvUrJ1vcWyy7Dw1nVu6xeNM4rNTc/RBGO4BhOwYMrqMEt1KEJAhCe4Q3enb7z5Lw4rz/RgpP/OYQ/cj6+AZjlil4=</latexit>

M

<latexit sha1_base64="+pa4uZqA0QzD8VIsTZiicd7BFRk=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZ42tJ4sYlGBESmJCepgY69DzSXWNCCD+gK6Pu/CR/wL+xwVkoeFen695O6laQKmnIdb+cwsrq2vpGcbO0tb2zu1feP3gwSaYFNkWiEt0OuEElY2ySJIXtVCOPAoWtYHQz81uPqI1M4nsap+hHfBDLUApOdtS465UrbtWdiy2Dl0MFctV75c9uPxFZhDEJxY3peG5K/oRrkkLhtNTNDKZcjPgAOxZjHqHxJ/NFp+wkTDSjIbL5+3d2wiNjxlFgMxGnoVn0ZsP/vE5G4bU/kXGaEcbCRqwXZopRwmZ9WV9qFKTGFrjQ0m7JxJBrLshepWTre4tll+HhrOpdVi8a55Wamx+iCEdwDKfgwRXU4Bbq0AQBCM/wBu9O33lyXpzXn2jByf8cwh85H9+gW4pj</latexit>

R

<latexit sha1_base64="+pa4uZqA0QzD8VIsTZiicd7BFRk=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZ42tJ4sYlGBESmJCepgY69DzSXWNCCD+gK6Pu/CR/wL+xwVkoeFen695O6laQKmnIdb+cwsrq2vpGcbO0tb2zu1feP3gwSaYFNkWiEt0OuEElY2ySJIXtVCOPAoWtYHQz81uPqI1M4nsap+hHfBDLUApOdtS465UrbtWdiy2Dl0MFctV75c9uPxFZhDEJxY3peG5K/oRrkkLhtNTNDKZcjPgAOxZjHqHxJ/NFp+wkTDSjIbL5+3d2wiNjxlFgMxGnoVn0ZsP/vE5G4bU/kXGaEcbCRqwXZopRwmZ9WV9qFKTGFrjQ0m7JxJBrLshepWTre4tll+HhrOpdVi8a55Wamx+iCEdwDKfgwRXU4Bbq0AQBCM/wBu9O33lyXpzXn2jByf8cwh85H9+gW4pj</latexit>

R

<latexit sha1_base64="Vxkiv/QBSYi3qedG/4lmIErSZag=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZ42tJ4saNCSQiJDAhPU0NdOh5pLvGhBB+QFdG3flJ/oB/Y4OzUPCuTte9ndStIFXSkOt+OYWV1bX1jeJmaWt7Z3evvH/wYJJMC2yKRCW6HXCDSsbYJEkK26lGHgUKW8HoZua3HlEbmcT3NE7Rj/gglqEUnOyocdcrV9yqOxdbBi+HCuSq98qf3X4isghjEoob0/HclPwJ1ySFwmmpmxlMuRjxAXYsxjxC40/mi07ZSZhoRkNk8/fv7IRHxoyjwGYiTkOz6M2G/3mdjMJrfyLjNCOMhY1YL8wUo4TN+rK+1ChIjS1woaXdkokh11yQvUrJ1vcWyy7Dw1nVu6xeNM4rNTc/RBGO4BhOwYMrqMEt1KEJAhCe4Q3enb7z5Lw4rz/RgpP/OYQ/cj6+AZjlil4=</latexit>

M

<latexit sha1_base64="aa+WuFu0Vqgv2OCPjP2SGH/Ejwo=">AAAB4nicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Slm8EiuCqJeFsW3LhswV6gDWUyPWmHziRhZiKU0BfQlag7H8kX8G2c1iy09V99c/5/4PwnTAXXxvO+nNLa+sbmVnm7srO7t3/gHh61dZIphi2WiER1Q6pR8BhbhhuB3VQhlaHATji5m/udR1SaJ/GDmaYYSDqKecQZNXbUlAO36tW8hcgq+AVUoVBj4H72hwnLJMaGCap1z/dSE+RUGc4Ezir9TGNK2YSOsGcxphJ1kC8WnZGzKFHEjJEs3r+zOZVaT2VoM5KasV725sP/vF5motsg53GaGYyZjVgvygQxCZn3JUOukBkxtUCZ4nZLwsZUUWbsVSq2vr9cdhXaFzX/unbVvKzWveIQZTiBUzgHH26gDvfQgBYwQHiGN3h3hs6T8+K8/kRLTvHnGP7I+fgGyKWKfg==</latexit>m

<latexit sha1_base64="cc0LLt2AhfbPP+ITju6Ed0WdIKc=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUVdSVuBovgqiTF10YouNCNUMU+oAllMr1ph04ezkwKJUR/Rlei7vwKf8C/cVqz0NazOveec+Ge48WcSWVZX8bc/MLi0nJhpbi6tr6xaW5tN2SUCAp1GvFItDwigbMQ6oopDq1YAAk8Dk1vcDHWm0MQkkXhnRrF4AakFzKfUaL0qmPuDs+xI++FSh1fEJpe4ussreDbLOuYJatsTYBniZ2TEspR65ifTjeiSQChopxI2batWLkpEYpRDlnRSSTEhA5ID9qahiQA6aaTCBk+8COBVR/wZP7tTUkg5SjwtCcgqi+ntfHyP62dKP/MTVkYJwpCqi1a8xOOVYTHTeAuE0AVH2lCqGD6S0z7RJegdF9FHd+eDjtLGpWyfVI+vjkqVa28iALaQ/voENnoFFXRFaqhOqLoET2jN/RuPBhPxovx+mOdM/KbHfQHxsc3PIeUYw==</latexit>

v =

r
GM

2R

(a) (b)

Figura 2: (a) Tenemos un satélite de masa m rotando alrededor de un planeta de masa M
en una órbita de radio R. (b) Suponemos ahora que el satélite, estando a la distancia R

del planeta, cambia su velocidad a v =
√

GM
2R

en dirección ortogonal al radiovector, lo que

lleva a un cambio en su órbita.

(b) Vamos a suponer ahora que el satélite tuviera un velocidad v⃗ =
√

GM
2R

θ̂ (per-

pendicular al radiovector) estando a una distancia R del planeta y siendo G la
constante de la gravitación. Calcula el módulo de su velocidad lineal en términos
del módulo del radiovector r. (4 puntos)

(c) Calcula el periapsis, Rp, que es el punto de la órbita más cercano al planeta,
y el apoapsis, Ra, que es el punto de la órbita más lejano al planeta, dando la
distancia respecto al planeta en términos de R. Calcular, además, los semi-ejes
mayor, a, y menor, b, teniendo en cuenta que el planeta está en el foco de la
elipse (primera ley de Kepler). (10 puntos)

(d) La segunda ley de Kepler dice que los satélites se mueven con velocidad areolar
constante, es decir, el radiovector que une el planeta con el satélite recorre áreas
iguales en tiempos iguales. Argumenta este resultado usando la definición de
momento angular y que sólo actúan fuerzas centrales. Usando este resultado,
calcula el periodo de rotación orbital para satélite del problema. (8 puntos)



(e) ¿Qué habŕıa pasado si en la segunda pregunta la velocidad del satélite hubiera

sido v⃗ =
√

2GM
R

θ̂? ¿Qué trayectoria hubiera seguido? (da los datos de la órbita).

(10 puntos)

2. El efecto chocolate caliente. El efecto chocolate caliente es un fenómeno de la
mecánica ondulatoria en el que frecuencia que se escucha al golpear una taza de
ĺıquido caliente, como agua o leche, aumenta después de agregar un polvo soluble y
disolverlo. El fenómeno lo observó inicialmente Frank Crawford en 1980 en la elabo-
ración de chocolate caliente o café instantáneo, pero posteriormente se ha observado
que ocurre en otras situaciones. Se cree que el efecto ocurre porque tras agitarlo ini-
cialmente para disolver el cacao, las microburbujas de gas arrastradas por la cuchara
reducen la velocidad del sonido en el ĺıquido, lo que reduce la frecuencia. A medida
que las burbujas se disipan por la presión atmosférica, el sonido vuelve a viajar más
rápido en el ĺıquido y la frecuencia aumenta. Vamos a ver un modelo muy sencillo de
este fenómeno:

<latexit sha1_base64="HhkQymbJ3rvjxylTaubjCH1ZcfE=">AAAB4nicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJeFsW3LhswV6gDWUyPWmGTiZhZiKU0BfQlag7H8kX8G2c1iy09V99c/5/4PwnSAXXxnW/nNLa+sbmVnm7srO7t39QPTzq6CRTDNssEYnqBVSj4BLbhhuBvVQhjQOB3WByN/e7j6g0T+SDmabox3QsecgZNXbUiobVmlt3FyKr4BVQg0LNYfVzMEpYFqM0TFCt+56bGj+nynAmcFYZZBpTyiZ0jH2Lksao/Xyx6IychYkiJkKyeP/O5jTWehoHNhNTE+llbz78z+tnJrz1cy7TzKBkNmK9MBPEJGTel4y4QmbE1AJlitstCYuooszYq1RsfW+57Cp0Luredf2qdVlruMUhynACp3AOHtxAA+6hCW1ggPAMb/DujJwn58V5/YmWnOLPMfyR8/ENwS+KeQ==</latexit>

h
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Figura 3: Suponemos un modelo de la taza como un cilindro de radio R y altura h cerrado
por un extremo y abierto por el otro. Las ondas estacionarias en este sistema, por condi-
ciones de campo, tienen un nodo en el extremo cerrado y una cresta en el abierto y tienen
una simetŕıa ciĺındrica. Eso nos permite calcular los dos primero armónicos (los de menor
frecuencia) en la taza.

a) Asumamos un modelo de taza ciĺındrica muy sencillo, como el indicado en la
figura 3. Teniendo en cuenta que la mecánica ondulatoria nos dice que tiene que
haber un nodo en la base de la taza y una cresta en la parte abierta, indica las
longitudes de onda y frecuencias del primer y segundo armónicos en términos
de la altura h de la taza y la densidad ρ y el módulo de compresibilidad K del
ĺıquido (para ello puedes usar la fórmula de Newton-Laplace que los relaciona

con la velocidad del sonido en el ĺıquido como v =
√

K
ρ
. (4 puntos)

b) Asumamos que después de agitar el ĺıquido se han producido una densidad
σ de microburbujas por unidad de volumen (del ĺıquido) con un radio medio
r. Calcular la densidad final del fluido (ĺıquido + aire) ρf en términos de la
densidad inicial ρ asumiendo que sólo se debe al gas disuelto. (10 puntos)



c) Para un cierto volumen medio de la burbuja V = 4
3
πr3, calcula cuál seŕıa la den-

sidad de burbujas σ necesaria para que el primer armónico tras agitar el ĺıquido
sonara con la misma frecuencia que el segundo armónico antes de agitarlo. (8
puntos)

d) Si tras agitar el fluido va perdiendo densidad de burbujas con el tiempo como
σ(t) = σ exp (−t/t0), dibuja esquemáticamente como cambiaŕıa la frecuencia
con el tiempo para el caso del punto anterior indicando las aśıntotas y el punto
inicial. (8 puntos)



Fisikako Olinpiada, 2023 Bertako Fasea: Proba Teorikoa

Galderak

1. Har dezagun aintzakotzat 1. Irudiko karga-banaketa.

(a) Kalkulatu eremu elektrikoa, irudiko P puntuan (6 puntu).
(b) Elektroi bat P puntuan kokatuz gero, zer norabidetan jasango du indarra? (2 puntu)
(c) L luzeraren zer baliotarako, balioren bat egotekotan, nulua da eremua? Arrazoitu

zure erantzuna (3 puntu)
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1. irudia: Lau karga (karga ezberdina adierazten dituzte koloreek) erabiliz irudian adierazi den
karga-banaketa eratu da. Ikus daitekeen moduan, a da kargen arteko distantzia; OX ardatzarekiko
perpendikularra den lerroan kokatu ditugu denak; gainera, karga-banaketa simetrikoa da aipatutako
ardatzarekiko. Eremu elektrikoa kalkulatu behar da P puntuan.

2. Demagun Lurraren gainazalean, m masako gorputza eseki dela L luzerako eta TL perio-
doko pendulu sinplearen muturrean.

(a) Penduluaren luzera 4L izango balitz, zebatekoa izango litzateke penduluaren T4L
periodoa? Idatzi TL periodoaren funtzioan.(4 puntu)

(b) Lor genezake 4L luzerako penduluaren periodoa L luzerakoaren berdina izatea, soilik
masa aldatuz? (4 puntu)



3. Bungee jumping-a egiteko bonoa oparitu diote Joni. Altuera batetik salto egitean datza
bungee jumping-a; normalean, aintzira baten gainean, eta banda elastiko bati lotuta;
halako moldez non banda elastikoko tentsioak erorketa geldiarazten baitu ur azalera iritsi
aurretik. Jonek salto egingo duen zubiaren altuera h = 100 m da; erabiliko duen bandaren
luzera, L = 60 m; eta, abiadurarik gabe jauzi egingo du Jonek. Jauzia egin baino lehen,
bere masa bereko pisua eseki du Jonek bandan, bota gabe, eta egiaztatu du a = 5 m
luzatu dela banda. Har ezazu aintzakotzat Jonen altuera 2 m dela, besoak goraka luzatuta
dauzkala:

(a) Aintzirarekiko, zer altueratara geratuko dira Jonen eskuak? (10 puntu)
(b) Jon benetan abenturazalea da; eta banda elastikoaren elongazio-puntu maximoan

ukitu nahi du ura eskuekin. Horretarako, pisu gehigarriarekin lastatu behar du.
Bere masarekiko, zer masez lastatu behar du Jonek, eskuekin ozta-ozta ikutzeko
ura? (6 puntu)



Problemak

1. Keplerren Legeak eta orbita eliptikoak – Normalean, klasean orbita zirkularrak
aztertzen ditugu, oso sinpleak direlako; nahiz eta astrodinamikaren alderdi garrantzitsu
asko azalaratzen dituzten. Hala ere, oro har, sateliteek orbita konplexuagoei jarraitzen
diete, hala nola eliptikoei edo parabolikoei. Problema honetan orbita eliptikoak aztertuko
ditugu, eta Keplerren legeak, ondorioztatu. Azter dezagun M masako planeta baten
inguruan orbitatzen dagoen m masako satelitea. Onartu M � m.
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v =

r
GM

2R

(a) (b)

2. irudia: (a) Satelite bat, m masakoa bera, M masako planetaren inguruan R balioko erradioko
orbita zikularrean biratzen ari da. (b) Demagun planetarekiko R distantziara dagoela satelitea, abia-
dura v =

√
GM
2R -ra eta erradiobektorearekiko perpendikular den norabidera aldatuko duela sateliteak.

Hori horrela, orbitaz aldatuko du sateliteak.

(a) Onar dezagun, hasteko, irudiko orbita zirkularrari jarraitzen diola sateliteak. Kal-
kulatu satelitearen planetaren inguruko biraketari dagokion abiadura linealaren v
modulua, R eta L biraketa-erradioa eta momentua angeluarra izanik, hurrenez hu-
rren. (3 puntu)

(b) Demagun satelitearen abiadura dela ~v =
√

GM
2R θ̂ (erradiobektoreakiko perpendiku-

lar), planetarekikoR distantziara dagoela satelitea, etaG izanik grabitazio-konstantea.
Kalkulatu abiadura linealaren modulua, r erradiobektorearen balioaren funtzioan.
(4 puntu)

(c) Periapis-a da planetarekiko gertuen dagoen orbitako puntua, Rp; aldiz, apoapsis-a
da, planetarekiko hurrunen dagoen orbitako puntua, Ra. Kalkulatu Rp eta Ra, R
balioaren funtzioan. Berebat, kalkulatu ardatzerdi handia eta txikia, a eta b, kontuan
hartuz elipsearen fokoan dagoela planeta (Keplerren lehen legea). (10 puntu)

(d) Keplerren 2. legearen arabera, konstantea da sateliteen abiadura areolarra; hots,
azalera berdinak betetzen ditu denbora-tarte berdinetan satelitea eta planeta lotzen
dituen erradiobektoreak. Azaldu emaitza hori momentu angeluarraren definizio era-
biliz; gainera, kontuan hartu indar zentralek baino ez dutela parte hartzen proble-
man. Azkenik, aipatutako emaitza erabiliz, lortu satelitearen orbitako periodoa. (8
puntu)

(e) Zer gertatuko zatekeen lehen galderako satelitearen abiadura ~v =
√

2GM
R
θ̂ izan balitz?

Zer ibilibideri jarraituko zekiokeen? (10 puntu)



2. Txokolate beroaren efektua. – Txokolate beroaren efektua da uhin-mekanikaren fe-
nomeno bat, non likido beroz, hala nola ura edo esnea, beteriko katilua jotzean entzuten
den soinuaren maiztasuna handitu egiten den, hauts disolbagarria gehitu eta disolbatu
ondoren. Frank Crawford-ek behatu zuen fenomenoa 1980an, txokolate beroa edo bat-
bateko kafea egitean; baina, gerora, ikusi izan da beste egoera batzuetan ere gertatzen
dela. Ustez, fenomenoa gertatzeko arrazoioa honako hau da: hasierako astindua eman
ondoren kakaoa disolbatzeko, koilarak eramandako gas-mikroburbuilek likidoko soinua-
ren abiadura txikitzen dute; eta horrek, soinuaren maiztauna txikiagotzen du. Burbuilak
desegiten doazen heinean, presioa atmosferikoaren eraginez, soinuaren abiadura handi-
gaotuz doa likidoan, eta maiztasuna handitu egiten da. Ikus dezagun fenomeno horren
eredu oso erraz bat:
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R

3. irudia: Katiluaren erdutzat honako hau hartuko dugu: R erradioko eta h altuerako zilindroa,
zeinaren alde bat zabalik dagoen; eta, bestea, aldiz, itxita. Itxitura-baldintzak direla-eta, sistema ho-
rretan eratuko diren uhin geldikorretan, nodoa agertuko da alde itxian; eta, gailurra, irekian; gainera,
simetria zilindrikoa dago. Ereduaren bidez, katiluan eratuko diren lehen bi harmonikoak, maiztasun
txikienekoak haiek, kalkutau ditzakegu.

(a) Aintzakotzat hartuko dugu katiluaren eredu zilindriko erraza, irudian agertzen de-
nez. Uhin-mekanikaren arabera, nodoa eta gailurra dauden, katiluaren oinarrian eta
alde itxirekianian, hurrenez hurren. Adierazi lehenengo eta bigarren harmonikoen
uhin-luzerak eta maiztasunak, honako hauen guztien funtzioan: katiluaren h al-
tuera, likidoaren ρ dentsitatea eta K konprimigarritasun-koefizientea. Horretarako,
Newton-Laplace-ren adierazpena erabil dezakezu, zeinak lotzen dituen aipatutakoak
eta likido soinuaren abiadura honako era honetan: v =

√
K
ρ

. (4 puntu)
(b) Demagun likidoa irabiatutakoan, sortutako mikro-burbuilen, r erradiokoak haiek,

likidoko bolumen unitateko dentsitatea σ dela. Kalkulatu fluidoaren bukaerako den-
tsitatea (fluidoa + airea) ρf , ρ hasierako dentsitatearen funtzioan, eta onartuta di-
solbatutako gasari esker baino dagokiola. (10 puntu)

(c) Burbuilaren V = 4
3πr

3 bataz besteko bolumenaren kasuan, likidoa irabiatutakoan
agertuko den lehen harmonikoaren eta irabiatuko gabeko kasuko bigarren harmoni-
koaren maiztasunak berdinak izateko, kalkulatu zenbatekoa izan behar den burbuilen
dentsitatea σ. (8 puntu)

(d) Likidoa irabiatutakoan, denborako burbuila-dentsitatearen galera, denboraren ara-
bera, honako hau izanez gero σ(t) = σ exp −t/t0, adierazi eskematikoki nola aldatuko
den soinuaren maiztasuna, aurreko puntuaren kasurako; berebat adieraziz asintotak
eta hasierako puntua. (8 puntu)


