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Cuestiones

1. Tenemos la distribucion de cargas mostrada en la Fig. 1.

a) Calcula el campo eléctrico en el punto P de la figura. (6 puntos)
b) Si colocamos un electrén en P, jen qué direccién sufriria la fuerza? (2 puntos)

c¢) {Para qué valores de L, si hay alguno, el campo es nulo? Justifica tu respuesta.
(3 puntos)
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Figura 1: Cuatro cargas de signo opuesto (cada color representa un signo de carga) estan
dispuestas a lo largo de una linea vertical de forma equidistante y simétrica respecto al eje
horizontal. Se pide calcular el campo eléctrico en el punto P.

2. Supongamos que tenemos una masa m en el extremo de un péndulo simple de longitud
L en la superficie de la Tierra cuyo periodo es T7.

a) (Cudl serfa el periodo, Ty, del péndulo simple si su longitud fuera 4L7 (escribelo
en términos de 77) (4 puntos)

b) ;Podriamos conseguir que el periodo del segundo péndulo fuera igual que el del
primero variando su masa? (4 puntos)



3. A Jon le han regalado un bono para hacer bungee jumping, que consiste en saltar desde
una altura atado a una banda eldstica, normalmente sobre un lago, de tal manera
que la tension eldstica de la banda detiene la caida antes de llegar a la superficie del
agua. El puente desde el que va a saltar estd a h = 100 m de altura sobre el lago, la
cuerda mide L = 60 m y Jon va a saltar sin velocidad inicial. Antes de saltar, Jon ha
comprobado que colgando un peso con su misma masa (pero sin lanzarlo), la cuerda
se estira a = 5 m. Teniendo en cuenta que Jon mide 2 m con los brazos estirados,

a) (A qué altura sobre el lago quedaran sus manos? (10 puntos)

b) Jon es realmente aventurero y quiere tocar el agua con sus manos en el punto de
maxima elongacion de la banda elastica y para ello va a lastrarse con un peso
adicional. En términos de su propia masa, jcon qué masa tiene que lastrarse
Jon para tocar justo el agua con las manos? (6 puntos)



Problemas

1. Leyes de Kepler y érbitas elipticas — Normalmente en clase estudiamos las 6rbi-
tas circulares porque son muy sencillas pero contienen muchos aspectos importantes
de la astrodinamica. Sin embargo, los satélites siguen, en general, orbitas mas com-
plejas, como son por ejemplo las elipticas o las parabdlicas. En este problema vamos
a estudiar méas las érbitas elipticas y derivar las leyes de Kepler. Consideremos un
satélite de masa m rotando alrededor de un planeta de masa M > m.

(a) Asumimos inicialmente que el satélite tiene una érbita circular como la mostrada

en la Fig. 2. Calcular el médulo de la velocidad lineal de rotaciéon orbital v del
satélite de alrededor del planeta si el radio de rotacién es R y el vector momento
angular L. (3 puntos)

Figura 2: (a) Tenemos un satélite de masa m rotando alrededor de un planeta de masa M
en una 6rbita de radio R. (b) Suponemos ahora que el satélite, estando a la distancia R

GM
2R

del planeta, cambia su velocidad a v = 4/ %% en direccién ortogonal al radiovector, lo que

lleva a un cambio en su orbita.

(b)

Vamos a suponer ahora que el satélite tuviera un velocidad v = g—%@ (per-

pendicular al radiovector) estando a una distancia R del planeta y siendo G la
constante de la gravitacion. Calcula el médulo de su velocidad lineal en términos
del médulo del radiovector 7. (4 puntos)

Calcula el periapsis, R,, que es el punto de la érbita mas cercano al planeta,
y el apoapsis, R,, que es el punto de la érbita mas lejano al planeta, dando la
distancia respecto al planeta en términos de R. Calcular, ademads, los semi-ejes
mayor, a, y menor, b, teniendo en cuenta que el planeta esta en el foco de la
elipse (primera ley de Kepler). (10 puntos)

La segunda ley de Kepler dice que los satélites se mueven con velocidad areolar
constante, es decir, el radiovector que une el planeta con el satélite recorre areas
iguales en tiempos iguales. Argumenta este resultado usando la definicién de
momento angular y que sélo actian fuerzas centrales. Usando este resultado,
calcula el periodo de rotacién orbital para satélite del problema. (8 puntos)



(e) ;Qué habria pasado si en la segunda pregunta la velocidad del satélite hubiera
sido U = 4/ ZGTMé? . Qué trayectoria hubiera seguido? (da los datos de la érbita).
(10 puntos)

2. El efecto chocolate caliente. El efecto chocolate caliente es un fenémeno de la
mecanica ondulatoria en el que frecuencia que se escucha al golpear una taza de
liquido caliente, como agua o leche, aumenta después de agregar un polvo soluble y
disolverlo. El fenémeno lo observé inicialmente Frank Crawford en 1980 en la elabo-
racién de chocolate caliente o café instantaneo, pero posteriormente se ha observado
que ocurre en otras situaciones. Se cree que el efecto ocurre porque tras agitarlo ini-
cialmente para disolver el cacao, las microburbujas de gas arrastradas por la cuchara
reducen la velocidad del sonido en el liquido, lo que reduce la frecuencia. A medida
que las burbujas se disipan por la presién atmosférica, el sonido vuelve a viajar mas
rapido en el liquido y la frecuencia aumenta. Vamos a ver un modelo muy sencillo de
este fenémeno:

Figura 3: Suponemos un modelo de la taza como un cilindro de radio R y altura h cerrado
por un extremo y abierto por el otro. Las ondas estacionarias en este sistema, por condi-
ciones de campo, tienen un nodo en el extremo cerrado y una cresta en el abierto y tienen
una simetria cilindrica. Eso nos permite calcular los dos primero arménicos (los de menor
frecuencia) en la taza.

a) Asumamos un modelo de taza cilindrica muy sencillo, como el indicado en la
figura 3. Teniendo en cuenta que la mecanica ondulatoria nos dice que tiene que
haber un nodo en la base de la taza y una cresta en la parte abierta, indica las
longitudes de onda y frecuencias del primer y segundo armonicos en términos
de la altura h de la taza y la densidad p y el médulo de compresibilidad K del
liquido (para ello puedes usar la férmula de Newton-Laplace que los relaciona

con la velocidad del sonido en el liquido como v = \/% . (4 puntos)

b) Asumamos que después de agitar el liquido se han producido una densidad
o de microburbujas por unidad de volumen (del liquido) con un radio medio
r. Calcular la densidad final del fluido (liquido + aire) p; en términos de la
densidad inicial p asumiendo que sélo se debe al gas disuelto. (10 puntos)



c)

Para un cierto volumen medio de la burbuja V = %m’?’, calcula cuél seria la den-
sidad de burbujas ¢ necesaria para que el primer arménico tras agitar el liquido
sonara con la misma frecuencia que el segundo arménico antes de agitarlo. (8
puntos)

Si tras agitar el fluido va perdiendo densidad de burbujas con el tiempo como
o(t) = oexp(—t/ty), dibuja esqueméticamente como cambiarfa la frecuencia
con el tiempo para el caso del punto anterior indicando las asintotas y el punto
inicial. (8 puntos)
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Galderak

1. Har dezagun aintzakotzat 1. Irudiko karga-banaketa.

(a) Kalkulatu eremu elektrikoa, irudiko P puntuan (6 puntu).
(b) Elektroi bat P puntuan kokatuz gero, zer norabidetan jasango du indarra? (2 puntu)

(¢) L luzeraren zer baliotarako, balioren bat egotekotan, nulua da eremua? Arrazoitu
zure erantzuna (3 puntu)
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1. irudia: Lau karga (karga ezberdina adierazten dituzte koloreek) erabiliz irudian adierazi den
karga-banaketa eratu da. Ikus daitekeen moduan, a da kargen arteko distantzia; OX ardatzarekiko
perpendikularra den lerroan kokatu ditugu denak; gainera, karga-banaketa simetrikoa da aipatutako
ardatzarekiko. Eremu elektrikoa kalkulatu behar da P puntuan.

2. Demagun Lurraren gainazalean, m masako gorputza eseki dela L luzerako eta T} perio-
doko pendulu sinplearen muturrean.

(a) Penduluaren luzera 4L izango balitz, zebatekoa izango litzateke penduluaren T},
periodoa? Idatzi T}, periodoaren funtzioan.(4 puntu)

(b) Lor genezake 4L luzerako penduluaren periodoa L luzerakoaren berdina izatea, soilik
masa aldatuz? (4 puntu)



3. Bungee jumping-a egiteko bonoa oparitu diote Joni. Altuera batetik salto egitean datza
bungee jumping-a; normalean, aintzira baten gainean, eta banda elastiko bati lotuta;
halako moldez non banda elastikoko tentsioak erorketa geldiarazten baitu ur azalera iritsi
aurretik. Jonek salto egingo duen zubiaren altuera h = 100 m da; erabiliko duen bandaren
luzera, L = 60 m; eta, abiadurarik gabe jauzi egingo du Jonek. Jauzia egin baino lehen,
bere masa bereko pisua eseki du Jonek bandan, bota gabe, eta egiaztatu du a =5 m
luzatu dela banda. Har ezazu aintzakotzat Jonen altuera 2 m dela, besoak goraka luzatuta
dauzkala:

(a) Aintzirarekiko, zer altueratara geratuko dira Jonen eskuak? (10 puntu)

(b) Jon benetan abenturazalea da; eta banda elastikoaren elongazio-puntu maximoan
ukitu nahi du ura eskuekin. Horretarako, pisu gehigarriarekin lastatu behar du.
Bere masarekiko, zer masez lastatu behar du Jonek, eskuekin ozta-ozta ikutzeko
ura? (6 puntu)



Problemak

1. Keplerren Legeak eta orbita eliptikoak — Normalean, klasean orbita zirkularrak
aztertzen ditugu, oso sinpleak direlako; nahiz eta astrodinamikaren alderdi garrantzitsu
asko azalaratzen dituzten. Hala ere, oro har, sateliteek orbita konplexuagoei jarraitzen
diete, hala nola eliptikoei edo parabolikoei. Problema honetan orbita eliptikoak aztertuko
ditugu, eta Keplerren legeak, ondorioztatu. Azter dezagun M masako planeta baten
inguruan orbitatzen dagoen m masako satelitea. Onartu M > m.

(a) (b)

2. irudia: (a) Satelite bat, m masakoa bera, M masako planetaren inguruan R balioko erradioko
orbita zikularrean biratzen ari da. (b) Demagun planetarekiko R distantziara dagoela satelitea, abia-

dura v = GQ%I -ra eta erradiobektorearekiko perpendikular den norabidera aldatuko duela sateliteak.

Hori horrela, orbitaz aldatuko du sateliteak.

(a) Onar dezagun, hasteko, irudiko orbita zirkularrari jarraitzen diola sateliteak. Kal-
kulatu satelitearen planetaren inguruko biraketari dagokion abiadura linealaren v
modulua, R eta L biraketa-erradioa eta momentua angeluarra izanik, hurrenez hu-
rren. (3 puntu)

(b) Demagun satelitearen abiadura dela v = %é (erradiobektoreakiko perpendiku-
lar), planetarekiko R distantziara dagoela satelitea, eta G izanik grabitazio-konstantea.
Kalkulatu abiadura linealaren modulua, r erradiobektorearen balioaren funtzioan.
(4 puntu)

(c) Periapis-a da planetarekiko gertuen dagoen orbitako puntua, R,; aldiz, apoapsis-a
da, planetarekiko hurrunen dagoen orbitako puntua, R,. Kalkulatu R, eta R,, R
balioaren funtzioan. Berebat, kalkulatu ardatzerdi handia eta txikia, a eta b, kontuan
hartuz elipsearen fokoan dagoela planeta (Keplerren lehen legea). (10 puntu)

(d) Keplerren 2. legearen arabera, konstantea da sateliteen abiadura areolarra; hots,
azalera berdinak betetzen ditu denbora-tarte berdinetan satelitea eta planeta lotzen
dituen erradiobektoreak. Azaldu emaitza hori momentu angeluarraren definizio era-
biliz; gainera, kontuan hartu indar zentralek baino ez dutela parte hartzen proble-
man. Azkenik, aipatutako emaitza erabiliz, lortu satelitearen orbitako periodoa. (8
puntu)

(e) Zer gertatuko zatekeen lehen galderako satelitearen abiadura v = QGTMé izan balitz?
Zer ibilibideri jarraituko zekiokeen? (10 puntu)



2. Txokolate beroaren efektua. — Txokolate beroaren efektua da uhin-mekanikaren fe-
nomeno bat, non likido beroz, hala nola ura edo esnea, beteriko katilua jotzean entzuten
den soinuaren maiztasuna handitu egiten den, hauts disolbagarria gehitu eta disolbatu
ondoren. Frank Crawford-ek behatu zuen fenomenoa 1980an, txokolate beroa edo bat-
bateko kafea egitean; baina, gerora, ikusi izan da beste egoera batzuetan ere gertatzen
dela. Ustez, fenomenoa gertatzeko arrazoioa honako hau da: hasierako astindua eman
ondoren kakaoa disolbatzeko, koilarak eramandako gas-mikroburbuilek likidoko soinua-
ren abiadura txikitzen dute; eta horrek, soinuaren maiztauna txikiagotzen du. Burbuilak
desegiten doazen heinean, presioa atmosferikoaren eraginez, soinuaren abiadura handi-
gaotuz doa likidoan, eta maiztasuna handitu egiten da. Ikus dezagun fenomeno horren
eredu oso erraz bat:
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3. irudia: Katiluaren erdutzat honako hau hartuko dugu: R erradioko eta h altuerako zilindroa,
zeinaren alde bat zabalik dagoen; eta, bestea, aldiz, itxita. Itxitura-baldintzak direla-eta, sistema ho-
rretan eratuko diren uhin geldikorretan, nodoa agertuko da alde itxian; eta, gailurra, irekian; gainera,
simetria zilindrikoa dago. Ereduaren bidez, katiluan eratuko diren lehen bi harmonikoak, maiztasun
txikienekoak haiek, kalkutau ditzakegu.

(a)

Aintzakotzat hartuko dugu katiluaren eredu zilindriko erraza, irudian agertzen de-
nez. Uhin-mekanikaren arabera, nodoa eta gailurra dauden, katiluaren oinarrian eta
alde itxirekianian, hurrenez hurren. Adierazi lehenengo eta bigarren harmonikoen
uhin-luzerak eta maiztasunak, honako hauen guztien funtzioan: katiluaren h al-
tuera, likidoaren p dentsitatea eta K konprimigarritasun-koefizientea. Horretarako,
Newton-Laplace-ren adierazpena erabil dezakezu, zeinak lotzen dituen aipatutakoak
eta likido soinuaren abiadura honako era honetan: v = \/§ . (4 puntu)

Demagun likidoa irabiatutakoan, sortutako mikro-burbuilen, r erradiokoak haiek,
likidoko bolumen unitateko dentsitatea o dela. Kalkulatu fluidoaren bukaerako den-
tsitatea (fluidoa + airea) py, p hasierako dentsitatearen funtzioan, eta onartuta di-
solbatutako gasari esker baino dagokiola. (10 puntu)

4
Burbuilaren V = —7r3 bataz besteko bolumenaren kasuan, likidoa irabiatutakoan

agertuko den lehen harmonikoaren eta irabiatuko gabeko kasuko bigarren harmoni-
koaren maiztasunak berdinak izateko, kalkulatu zenbatekoa izan behar den burbuilen
dentsitatea o. (8 puntu)

Likidoa irabiatutakoan, denborako burbuila-dentsitatearen galera, denboraren ara-
bera, honako hau izanez gero o(t) = o exp —t/to, adierazi eskematikoki nola aldatuko
den soinuaren maiztasuna, aurreko puntuaren kasurako; berebat adieraziz asintotak
eta hasierako puntua. (8 puntu)



